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Abstrak 

Konsep ruang bernorma-2 merupakan perumuman dari konsep ruang 
bernorma. Struktur dari ruang bernorma-2 telah banyak diteliti sejak 
dikenalkan oleh S. Gahler pada tahun 1964. Tujuan dari penelitian ini 
mengkaji kekonvergenan barisan di ruang bernorma-2 dengan 
memanfaatkan norma di ruang-ruang kuosiennya. Dua kelas yang berisi 
ruang-ruang kuosien akan dikonstruksi. Norma-norma di ruang kuosien 
pada tiap kelas ini akan menjadi pendekatan dalam mengkaji 
kekonvergenan barisan di ruang bernorma-2. Diperoleh bahwa 
kekonvergenan barisan ditinjau dengan menggunakan norma dari tiap 
kelas akan ekuivalen.  
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Abstract 

The concept of 2-normed spaces is a generalization of the concept of 
normed spaces. The structure of 2-normed spaces has been studied 
since S. Gahler introduced the concept on 1964. This study aims to 
investigate the convergence of sequences in 2-normed spaces using the 
norms on the quotient spaces. Two classes that contains quotient spaces 
will be constructed. Norms on each quotient spaces on each class will be 
a new viewpoint in observing the convergence of sequences in the 2-
normed spaces. We found that when we observing the convergence of 
sequences using norms on quotient spaces in each class is equivalent.  
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A. Pendahuluan  

S. Banach, H. Hahn dan N. Weiner merupakan ilmuan pertama yang mengemukakan konsep 

ruang bernorma pada tahun 1922, kemudian pada tahun 1932 teorinya dikembangkan oleh 

S.Banach. ruang bernorma adalah ruang-ruang yang dibangun dari ruang vector dengan 

mendefinisikan norma didalamnya. Ruang vektor 𝑋 yang mempunya norma ‖ ∙ ‖ yang 

dilambangkan dengan pasangan (𝑋, ‖ ∙ ‖) disebut ruang bernorma (Kreyszig, 1978). 

Konsep ruang bernorma-2 pertama kali diperkenalkan oleh S. Gähler pada tahun 1964 yang 

merupakan perumuman konsep ruang bernorma. Jika norma untuk mengukur panjang vektor, 

maka norma-2 untuk mengukur luas jajaran genjang yang direntang oleh dua vektor. 

Sebelumya ruang bernorma-2 secara khusus, belum pernah dikaji dengan memanfaatkan 

ruang kuosien. Oleh karena itu, penelitian ini akan membahas ruang kuosien pada ruang 

bernorma-2 dan juga kekonvergenan barisan di ruang bernorma-2. 

 

B. Metode Penelitian  

Tipe penelitian yang dipakai pada penelitian ini adalah kajian pustaka yaitu mengumpulkan, 

mempelajari, dan menganalisa data ilmiah yang diperoleh dari bahan dan atau materi penelitian 

kemudian di pertanggungjawabkan secara ilmiah dalam bentuk tulisan ilmiah. 

 

C. Hasil Dan Pembahasan 

1. Ruang Kuosien di Ruang Bernorma-2 

Misalkan (𝑋, ‖∙,∙‖) adalah suatu ruang bernorma-2 dan 𝑌 = {𝑦1, 𝑦2} adalah suatu 

himpunan bebas linier di X. Tinjau himpunan  

𝑌\{𝑦1} = {𝑦2} 

Kemudian definisikan subruang di X yang dibangun oleh Y\{y1} 

span 𝑌\{𝑦1} = {𝛼𝑦2, 𝛼 ∈ ℝ} 

Selanjutnya, untuk membuktikan bahwa 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝑌\{𝑦1} = {𝛼𝑦2, 𝛼 ∈ ℝ} adalah subruang, berarti  

𝑠𝑝𝑎𝑛 𝑌\{𝑦1} harus memenuhi sifat berikut: 

1. 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝑌\{𝑦1} ⊆ 𝑋 

Bukti: 

𝑌 = {𝑦1, 𝑦2} ⊂ 𝑋  

Karena X adalah ruang vektor, untuk setiap 𝛼 ∈ ℝ, 𝛼𝑦2 ∈ 𝑋  

sehingga 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝑌\{𝑦1}  ⊆ 𝑋  

2. Untuk sebarang 𝑢, 𝑤 ∈ 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝑌\{𝑦1}, maka 

a. 𝑢 − 𝑤 ∈ 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝑌\{𝑦1} 

b. 𝛾𝑢 ∈ 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝑌\{𝑦1} , 𝛼 ∈ ℝ 

Bukti: 
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a. Ambil sebarang 𝑢, 𝑤 ∈ 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝑌\{𝑦1}, maka  

𝑢 = 𝛼1𝑦2  , 𝑤 = 𝛼2𝑦2  ; 𝛼1, 𝛼2  ∈  ℝ 

𝑢 − 𝑤 =  𝛼1𝑦2 − 𝛼2𝑦2  

= 𝛼3𝑦2 ;  𝛼3 = (𝛼1 − 𝛼2) ∈  ℝ  

sehingga 𝑢 − 𝑤 ∈ 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝑌\{𝑦1} 

b. Ambil sebarang 𝛾 ∈ ℝ dan 𝑢 ∈ 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝑌\{𝑦1}, maka 𝑢 = 𝛼1𝑦2 

𝛾𝑢 =  𝛾 ∙ 𝛼1𝑦2  

 = 𝛼4𝑦2 ;   𝛼4 =  𝛾𝛼1 ∈  ℝ  

sehingga 𝛾𝑢 ∈ 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝑌\{𝑦1}  

Untuk sebarang u ∈ X kelas ekuivalen atau koset yang berkorespondensi dengan u di 𝑋 terhadap 

𝑌1 adalah : 

�̅� = {𝑢 +  𝛼𝑦2;   𝑢 ∈ 𝑋 𝑑𝑎𝑛 𝛼 ∈ ℝ} 

Dengan demikian diperoleh : 

1. 0̅ = 𝑠𝑝𝑎𝑛  𝑌\{𝑦1}  

2. Misalkan 𝑢, 𝑤 ∈ 𝑋, �̅� =  �̅� jika dan hanya jika 𝑢 − 𝑤 ∈ 𝑌1 

bentuk ruang kuosien 𝑋1
∗ = 𝑋\𝑌1 = {�̅� ; 𝑢 𝜖 ℝ} 

Pada ruang kuosien 𝑋1
∗ definisikan suatu fungsi ‖∙‖1

∗ : 𝑋1
∗ → ℝ oleh  

‖�̅�‖ ≔  ‖𝑢, 𝑦2‖                                 (1) 

Teorema 1.1. Jika (𝑋, ‖∙,∙‖) adalah suatu ruang bernorma-2, maka (𝑋1
∗, ‖∙‖1

∗ ) adalah suatu ruang 

bernorma. 

Bukti. Cukup dibuktikan bahwa fungsi yang didefinisikan pada persamaan (1) merupakan suatu 

norma. Misal (𝑋, ‖∙,∙‖) adalah suatu ruang bernorma-n dan 𝑌 =  {𝑦1, 𝑦2} adalah suatu 

himpunan bebas linear di X. 

i. ‖�̅�‖ ≥ 0, jika dan hanya jika �̅� = 0 

Jika �̅� = 0 maka ‖𝑢, 𝑦2‖ = 0 

Karena 𝑦2 adalah vektor bebas linier maka diperoleh  

𝑢 = 𝛼𝑦2;  𝛼 𝜖 ℝ  

Dengan demikian 𝑢 ∈ 𝑌1, maka 

‖�̅�‖ = ‖0̅‖ = ‖0, 𝑦2‖ = 0  

ii. ‖𝛼�̅�‖ = |𝛼|‖�̅�‖ 

‖𝛼�̅�‖ = ‖𝛼𝑢, 𝑦2‖   

= |𝛼|‖𝑢, 𝑦2‖  

= |𝛼|‖�̅�‖. 

iii. ‖�̅� + �̅�‖ ≤ ‖�̅�‖ + ‖�̅�‖  

Misal �̅�, �̅� 𝜖 𝑋1
∗, maka 

‖�̅� + �̅�‖ = ‖𝑢 + 𝑤, 𝑦2‖  

≤  ‖𝑢, 𝑦2‖ + ‖𝑤, 𝑦2‖  

= ‖�̅�‖ + ‖�̅�‖. 

Dengan demikian ‖∙‖1
∗ adalah suatu norma di 𝑋1

∗  dan (𝑋1
∗ , ‖∙‖1

∗ ) adalah suatu ruang bernorma.

                ◻ 

Selanjutnya, tinjau pula himpunan 

𝑌\{𝑦2} = {𝑦1} 
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Kemudian kita definisikan subruang di X yang dibangun oleh 𝑌\{𝑦2}. 

span 𝑌\{𝑦2} = {𝛽𝑦1, 𝛽 ∈ ℝ} 

Selanjutnya, dapat diselidiki bahwa span 𝑌\{𝑦2} = {𝛽𝑦1, 𝛽 ∈ ℝ} adalah subruang.  

Untuk sebarang 𝑣 ∈ 𝑋 kelas ekuivalen atau koset yang berkorespondensi dengan 𝑣 di 𝑋 

terhadap 𝑌2 adalah : 

�̅� = {𝑣 +  𝛽𝑦1 , 𝑣 ∈ 𝑋 𝑑𝑎𝑛  𝛽 ∈ ℝ} 

Dengan demikian diperoleh : 

1. 0̅ = 𝑠𝑝𝑎𝑛  𝑌\{𝑦1}. 

2. Misalkan 𝑣, 𝑡 ∈ 𝑋, �̅� =  𝑡 ̅jika dan hanya jika 𝑣 − 𝑡 ∈ 𝑌2. 

Lebih lanjut kita definisikan ruang kuosien dari X sebagai berikut. 

𝑋1
∗ = 𝑋 𝑌1⁄ = {𝑢 ̅: 𝑢 ∈ 𝑋} 

Untuk sebarang �̅�, �̅� ∈ 𝑋1
∗dan α ∈ ℝ, berlaku : 

1. �̅� + �̅� = 𝑢 + 𝑤̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , 

2. 𝛼�̅� = 𝛼𝑢̅̅̅̅ . 

dan  

𝑋2
∗ = 𝑋 𝑌2⁄ = {𝑣 ̅: 𝑣 ∈ 𝑋} 

Untuk sebarang �̅�, 𝑡̅ ∈ 𝑋1
∗ dan 𝛽 ∈ ℝ, berlaku : 

1. �̅� + 𝑡̅ = 𝑣 + 𝑡̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, 

2. 𝛽�̅� = 𝛽𝑣̅̅̅̅ . 

Pada ruang kuosien 𝑋2
∗ didefinisikan suatu fungsi ‖∙‖2

∗ : 𝑋2
∗ → ℝ yang didefinisikan oleh  

‖�̅�‖ ≔  ‖𝑣, 𝑦1‖      (2) 

Kedua fungsi tersebut terdefinisi dengan baik. Lebih lanjut, fungsi tersebut merupakan suatu 

norma di 𝑋𝑗
∗(𝑗 = 1,2) seperti ditunjukkan oleh teorema berikut. 

 

Teorema 1.2. Jika (𝑋, ‖∙,∙‖) adalah suatu ruang bernorma-2, maka (𝑋2
∗, ‖∙‖2

∗ ) adalah suatu ruang 

bernorma. 

Bukti. Cukup dibuktikan bahwa fungsi yang didefinisikan pada persamaan (2) merupakan suatu 

norma. Misal (𝑋, ‖∙,∙‖) adalah suatu ruang bernorma-n dan 𝑌 =  {𝑦1, 𝑦2} adalah suatu 

himpunan bebas linear di 𝑋. 

i. ‖�̅�‖ ≥ 0, jika dan hanya jika �̅� = 0 

Jika �̅� = 0 maka ‖𝑣, 𝑦1‖ = 0 

Karena 𝑦1 adalah vektor bebas linier maka diperoleh  

𝑣 = 𝛽𝑦1;  𝛼 𝜖 ℝ  

Dengan demikian 𝑣 ∈ 𝑌2, maka 

‖�̅�‖ = ‖0̅‖ = ‖0, 𝑦1‖ = 0  

ii. ‖𝛽�̅�‖ = |𝛽|‖�̅�‖ 

‖𝛽�̅�‖ = ‖𝛽𝑣, 𝑦1‖   

= |𝛽|‖𝑣, 𝑦1‖  

= |𝛽|‖�̅�‖  

iii. ‖�̅� + 𝑡̅‖ ≤ ‖�̅�‖ + ‖𝑡̅‖  

Misal u̅, �̅� 𝜖 𝑋2
∗, maka 

‖�̅� + 𝑡̅‖ = ‖𝑣 + 𝑡, 𝑦1‖  
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≤  ‖𝑣, 𝑦1‖ + ‖𝑡, 𝑦1‖  

= ‖�̅�‖ + ‖𝑡̅‖  

Dengan demikian ‖∙‖2
∗ adalah suatu norma di 𝑋2

∗  dan (𝑋2
∗ , ‖∙‖2

∗ ) adalah suatu ruang bernorma.

                ◻ 

Dengan menggunakan konstruksi ruang kuosien di atas, sehingga dapat membentuk 2 buah 

ruang kuosien dari suatu ruang bernorma-2. Masing-masing ruang kuosien berbeda, namun 

memiliki struktur yang sama. Selanjutnya kumpulkan ruang-ruang kuosien dengan konstruksi 

yang sejenis dalam suatu himpunan dan namakan koleksi kelas-1. Lebih lanjut, dapat dilihat 

bahwa pada konstruksi ruang-ruang kuosien di atas dilakukan dengan meninjau himpunan yang 

berisi 2 vektor bebas linear dengan ‘menghilangkan’ satu vektor sebarang dari 𝑌.  

Selanjutnya, konstruksi ruang-ruang kuosien akan dilakukan dengan meninjau himpunan koleksi 

kelas-2 vektor bebas linear dan ‘menghilangkan’ 2 buah vektor bebas linear dari 𝑌. 

 

Misalkan {𝑋, ‖∙,∙‖} adalah suatu ruang bernorma-2 dan 𝑌 = {𝑦1, 𝑦2} adalah suatu 

himpunan bebas linier di X. Tinjau himpunan  

𝑌1,2 = 𝑌\{𝑦1, 𝑦2} = { } 

Kemudian kita definisikan subruang di 𝑋 yang dibangun oleh 𝑌\{𝑦1, 𝑦2} 

𝑌1,2 ∶ = span 𝑌\{𝑦1, 𝑦2} = { } 

Untuk sebarang 𝑢 ∈ 𝑋 kelas ekuivalen atau koset yang berkorespondensi dengan 𝑢 di 𝑋 

terhadap 𝑌1,2  adalah : 

�̅� = {𝑢 + span 𝑌\{𝑦1, 𝑦2}} = {𝑢}. 

Dengan demikian diperoleh : 

1. 0̅ = {0}. 

2. Misalkan 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑋, �̅� =  �̅� jika dan hanya jika 𝑢 − 𝑣 ∈ 0 sehingga dapat ditulis 𝑢 = 𝑣. 

Selanjutnya, definisikan ruang kuosien di X sebagai 

𝑋1,2
∗ = 𝑋 𝑌1,2⁄ = {𝑢 ̅: 𝑢 ∈ 𝑋} = 𝑋 

Sehingga untuk sebarang �̅�, �̅� ∈ 𝑋1,2
∗  dan 𝛼 ∈ ℝ, berlaku : 

1. �̅� + �̅� = 𝑢 + 𝑣̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, 

2. 𝛼�̅� = 𝛼𝑢̅̅̅̅ . 

Definisikan suatu fungsi ‖∙‖1,2
∗ ∶  𝑋1,2

∗ → ℝ yang didefinisikan oleh  

‖�̅�‖1,2
∗ ≔  ‖𝑢1, 𝑦1‖ + ‖𝑢2, 𝑦2‖       (3) 

Misalkan 𝑢1, 𝑢2 ∈ 𝑋1,2
∗  dan �̅�1 =  �̅�2, dapat ditulis 𝑢1 − 𝑢2 ∈ span 𝑌1,2

∗ . Dengan demikian, 

terdapat 𝛼1,2 ∈ ℝ, sehingga  

𝑢1 − 𝑢2 ∈ {0} 

𝑢1 − 𝑢2 = 0 

𝑢1 = 𝑢2 

Oleh karena itu  

‖�̅�1‖1,2
∗ = ‖𝑢2̅̅ ̅‖1,2

∗      

Fungsi ini terdefinisi dengan baik. Lebih lanjut fungsi ini merupakan suatu norma di 𝑋1,2
∗ . 
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Teorema 1.3. Jika (𝑋, ‖∙,∙‖) adalah suatu ruang bernorma-2 dan ‖∙‖1,2
∗  adalah norma yang 

didefinisikan pada (3), maka (𝑋1,2
∗ , ‖∙‖1,2

∗ ) adalah suatu ruang bernorma. 

Bukti. Cukup buktikan bahwa fungsi yang didefinisikan pada persamaan (3) merupakan suatu 

norma. Misalkan(𝑋, ‖∙,∙‖) adalah suatu ruang bernorma-2 dan 𝑌 = {𝑦1, 𝑦2} adalah suatu 

himpunan bebas linier di 𝑋. 

i. ‖�̅�‖ = ‖𝑢, 𝑦1‖ + ‖𝑢, 𝑦2‖ ≥ 0 

Jika �̅� = 0̅ maka ‖𝑢, 𝑦1‖ + ‖𝑢, 𝑦2‖ = ‖0, 𝑦1‖ + ‖0, 𝑦2‖ = 0. Sebaliknya jika �̅� = 0̅ 

maka ‖𝑢, 𝑦1‖ + ‖𝑢, 𝑦2‖ = 0. Dengan demikian,  

Karena ‖𝑢, 𝑦1‖, ‖𝑢, 𝑦2‖ ≥ 0 maka ‖𝑢, 𝑦1‖ = ‖𝑢, 𝑦2‖ = 0, akibatnya u tidak bebas 

linier terhadap 𝑦1 dan 𝑦2 maka diperoleh 

𝑢 = 𝛼1𝑦1 + 𝛼2𝑦2;  𝛼 𝜖 ℝ  

Karena 𝑌 = {𝑦1, 𝑦2} himpunan bebas linier di 𝑋, akibatnya 𝑢 = 0 

‖𝑢‖ = ‖0‖ = ‖0, 𝑦1‖ +  ‖0, 𝑦2‖ = 0  

ii. ‖𝛼𝑢‖ = |𝛼|‖𝑢‖ 

‖𝛼𝑢‖ = ‖𝛼𝑢, 𝑦1‖ + ‖𝛼𝑢, 𝑦2‖  

= |𝛼|‖𝑢, 𝑦1‖ + ‖𝑢, 𝑦2‖  

= |𝛼|‖𝑢‖  

iii. ‖𝑢 + 𝑤‖ ≤ ‖𝑢‖ + ‖𝑤‖  

Misal 𝑢, 𝑤  𝜖 𝑋1,2
∗ , maka 

‖𝑢 + 𝑤‖ = ‖𝑢 + 𝑤, 𝑦1‖ + ‖𝑢 + 𝑤, 𝑦2‖  

≤  ‖𝑢, 𝑦1‖ + ‖𝑢, 𝑦2‖ + ‖𝑤, 𝑦1‖ + ‖𝑤, 𝑦2‖ 

= ‖𝑢‖ + ‖𝑤‖  

Dengan demikian maka ‖∙‖1,2
∗  adalah suatu norma di 𝑋1,2

∗  dan  (𝑋1,2
∗ , ‖∙‖1,2

∗ ) adalah suatu ruang 

bernorma.                                          ◻ 

Dari konstruksi tersebut, diperoleh 1 buah ruang kuosien yang dapat dibentuk yaitu 𝑋. Kita 

kumpulkan ruang kuosien ini dalam satu himpunan dan namakan koleksi kelas-2. 

Perhatikan bahwa saat meninjau koleksi kelas-2, maka ‘ruang kuosien’ yang ditinjau adalah 𝑋 

sendiri. Dengan kata lain saat meninjau koleksi kelas 2 berarti yang ditinjau adalah  𝑋 sebagai 

suatu ruang bernorma (normanya didefinisikan dengan memanfaatkan norma-2 yang ada di 𝑋). 

Koleksi kelas-2 hanya berisi 1 ‘ruang kuosien’ dan  

‖𝑥‖ = ‖𝑥, 𝑦1‖ + ‖𝑥, 𝑦2‖ = ‖�̅�‖1
∗ + ‖�̅�‖2

∗ ;            𝑥 ∈ 𝑋 

adalah norma di 𝑋. 

2. Kekonvergenan Di Ruang Bernorma-2 

Definisi 2.1 Misalkan (𝑋, ‖∙,∙‖) adalah ruang bernorma-2, suatu barisan (𝑥𝑛) ⊂ 𝑋 dikatakan 

konvergen ke 𝑥. Jika untuk setiap 𝜀 > 0 terdapat 𝑁 ∈ ℕ sedemikian sehingga 𝑛 ≥ 𝑁 berlaku 

‖𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑧‖ < 𝜀, untuk setiap 𝑧 ∈ 𝑋 

atau dapat ditulis 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑧‖ = 0, untuk setiap 𝑧 ∈ 𝑋 

Gunawan dkk telah menunjukkan bahwa untuk meninjau sifat-sifat di ruang bernorma-n (𝑛 ≥

2) cukup menggunakan 2 buah vektor uji di ruang tersebut, dengan mendefinisikan suatu norm 

yang diturunkan dari norma-n yang sudah ada (Gunawan & Mashadi, On n-Normed Spaces, 
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2000). Dengan demikian pada bagian selanjutnya kita akan meninjau kekonvergenan di ruang 

bernorma-2 dengan memanfaatkan suatu himpunan bebas linear yang berisi 2 buah vektor. 

3. Kekonvergenan Barisan di Ruang Bernorma-2 Terhadap Norma-Norma Koleksi Kelas-1 

Definisi 3.1 Misalkan (𝑋, ‖. , . ‖) adalah ruang bernorma-2 dan 𝑌 = {𝑦1, 𝑦2} adalah himpunan 

bebas linear di 𝑋. Suatu barisan (𝑥𝑛) konvergen ke 𝑥  terhadap norma-norma koleksi kelas-1 jika 

untuk setiap 𝜀 > 0 terdapat 𝑁 ∈ ℕ sedemikian sehingga untuk n ≥ N berlaku  

‖xn − x, y1‖ < ε 

dan 

‖xn − x, y2‖ < ε 

atau dapat ditulis 

lim
n→∞

‖xn − x, y1‖ = 0 

dan  

lim
n→∞

‖xn − x, y2‖ = 0. 

Selanjutnya dinotasikan dengan 𝑥𝑛 →
1

𝑥. 

Teorema 4.4.2 Misalkan (𝑋, ‖. , . ‖) adalah ruang bernorma-2, maka berlaku 

1. Jika 𝑥𝑛 →
1

𝑥 dan 𝑦𝑛 →
1

𝑦  untuk 𝑛 → ∞, maka 𝑥𝑛 + 𝑦𝑛 →
1

𝑥 + 𝑦 untuk n → ∞. 

2. Jika 𝑥𝑛 →
1

𝑥 dan 𝛼𝑛 → 𝛼  untuk 𝑛 → ∞, maka 𝛼𝑛𝑥𝑛 →
1

𝛼𝑥  untuk n → ∞; α, αn ∈ ℝ. 

3. Jika 𝑥𝑛 →
1

𝑥 dan 𝑥𝑛 →
1

𝑥  untuk 𝑛 → ∞, maka 𝑥 = 𝑦. 

Bukti.  

1. Misal 𝑥𝑛 →
1

𝑥 , 𝑦𝑛 →
1

𝑦, dengan demikian untuk setiap 𝜀 > 0 terdapat 𝑁1 ∈ ℕ sedemikian 

sehingga untuk 𝑛 ≥ 𝑁1, maka 

‖𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑦1‖ <
𝜀

2
 

dan  

‖𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑦2‖ <
𝜀

2
 

Selanjutnya terdapat 𝑁2 ∈ ℕ sedemikian sehingga untuk 𝑛 ≥ 𝑁2 berlaku 

‖𝑦𝑛 − 𝑦, 𝑦1‖ <
𝜀

2
 

dan  

‖𝑦𝑛 − 𝑦, 𝑦2‖ <
𝜀

2
 

Pilih 𝑁 = 𝑚𝑎𝑘𝑠 {𝑁1, 𝑁2} maka untuk 𝑛 ≥ 𝑁 berlaku  

‖(𝑥𝑛 + 𝑦𝑛) − (𝑥 + 𝑦), 𝑦1‖ ≤ ‖𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑦1‖ + ‖𝑦𝑛 − 𝑦, 𝑦1‖  

<
𝜀

2
+

𝜀

2
 

= 𝜀. 

dan  

‖(𝑥𝑛 + 𝑦𝑛) − (𝑥 + 𝑦), 𝑦2‖ ≤ ‖𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑦2‖ + ‖𝑦𝑛 − 𝑦, 𝑦2‖  

<
𝜀

2
+

𝜀

2
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= 𝜀.  

Dengan kata lain 𝑥𝑛 + 𝑦𝑛 →
1

𝑥 + 𝑦. 

2. Misal 𝑥𝑛 →
1

𝑥 dan 𝛼𝑛 →  𝛼 ; 𝛼𝑛, 𝛼 ∈ ℝ. 

Dengan demikian untuk setiap 𝜀 > 0 terdapat 𝑁1 ∈ ℕ sedemikian sehingga untuk 𝑛 ≥

𝑁1, berlaku 

‖𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑦𝑖‖ <
𝜀

2𝐾
; untuk setiap 𝑖 ∈ {1,2}. 

Selanjutnya terdapat 𝑁2 ∈ ℕ sedemikian sehingga untuk 𝑛 > 𝑁2 berlaku 

|𝛼𝑛 − 𝛼| <
𝜀

2𝑀
 ;   𝑀 = 𝑚𝑎𝑘𝑠 ‖𝑥, 𝑦𝑖‖ ;  𝑖 ∈ {1,2}. 

Pilih 𝑁 = 𝑚𝑎𝑘𝑠 {𝑁1, 𝑁2} sehingga untuk 𝑛 ≥ 𝑁 dan untuk 𝑖 ∈ {1,2} berlaku 

‖𝛼𝑛𝑥𝑛 − 𝛼𝑥, 𝑦𝑖‖ = ‖𝛼𝑛𝑥𝑛 − 𝛼𝑛𝑥 + 𝛼𝑛𝑥 − 𝛼𝑥, 𝑦𝑖‖   

≤ ‖𝛼𝑛𝑥𝑛 − 𝛼𝑛𝑥, 𝑦𝑖‖ + ‖𝛼𝑛𝑥 − 𝛼𝑥, 𝑦𝑖‖  

= |𝛼𝑛|‖𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑦𝑖‖ + |𝛼𝑛 − 𝛼|‖𝑥, 𝑦𝑖‖  

< 𝐾‖𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑦𝑖‖ + |𝛼𝑛 − 𝛼|‖𝑥, 𝑦𝑖‖, 

dengan 𝐾 = 𝑚𝑎𝑘𝑠 {|𝛼1|, |𝛼2|, … , |𝛼𝑛−1|, |𝛼𝑁|, |𝛼| + 1}  

Sehingga diperoleh: 

‖𝛼𝑛𝑥𝑛 − 𝛼𝑥, 𝑦𝑖‖ < 𝐾 ∙
𝜀

2𝐾
+

𝜀

2𝑀
∙ 𝑀 

=  𝜀. 

Karena berlaku untuk 𝑖 ∈ {1,2}, maka 𝛼𝑛𝑥𝑛 →
1

𝛼𝑥. 

3. Misal 𝑥𝑛 →
1

𝑥 dan 𝑥𝑛 →
1

𝑦. 

Maka untuk setiap 𝜀 > 0 terdapat 𝑁1 ∈ ℕ sedemikian sehingga untuk 𝑛 ≥ 𝑁1, berlaku 

 ‖𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑦𝑖‖ <
𝜀

2
  ;  untuk 𝑖 ∈ {1,2} 

Terdapat 𝑁2 ∈ ℕ sedemikian sehingga untuk 𝑛 ≥ 𝑁2, berlaku  

‖𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑦𝑖‖ <
𝜀

2
  ; untuk 𝑖 ∈ {1,2} 

pilih 𝑁 = 𝑚𝑎𝑘𝑠 {𝑁1, 𝑁2}, sehingga untuk 𝑛 ≥ 𝑁 berlaku 

‖𝑥 − 𝑦, 𝑦𝑖‖ = ‖𝑥 − 𝑥𝑛 + 𝑥𝑛 − 𝑦, 𝑦𝑖‖   

≤  ‖𝑥 − 𝑥𝑛, 𝑦𝑖‖ + ‖𝑥𝑛 − 𝑦, 𝑦𝑖‖   

= ‖𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑦𝑖‖ + ‖𝑥𝑛 − 𝑦, 𝑦𝑖‖    

<
𝜀

2
+

𝜀

2
 

= 𝜀. 

Karena berlaku untuk setiap 𝜀 > 0 maka ‖𝑥 − 𝑦, 𝑦𝑖‖ = 0, untuk setiap 𝑖 ∈ {1,2} yang 

berakibat 𝑥 − 𝑦 = 0 atau 𝑥 = 𝑦.            ◻ 

4. Kekonvergean Barisan di Ruang Bernorma-2 Terhadap Norma-Norma Koleksi Kelas-2 

Definisi 4.1 Misalkan (𝑿, ‖. , . ‖) adalah ruang bernorma-2 dan 𝒀 = {𝒚𝟏, 𝒚𝟐} adalah himpunan 

bebas linear di 𝑿. Suatu barisan (𝒙𝒏) konvergen ke 𝒙  terhadap norma-norma koleksi kelas-2 

jika untuk setiap 𝜺 > 𝟎 terdapat 𝑵 ∈ ℕ sedemikian sehingga untuk 𝒏 ≥ 𝑵 berlaku  

‖𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑦1‖ + ‖𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑦2‖ < 𝜀 
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atau dapat ditulis 

lim
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑦1‖ + ‖𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑦2‖ = 0 

Selanjutnya dinotasikam dengan 𝑥𝑛 →
2

𝑥. 

Teorema 4.2 Misalkan (𝑋, ‖. , . ‖) adalah ruang bernorma-2 dan 𝑌 = {𝑦1, 𝑦2} adalaah himpunan 

bebas linier di 𝑋, maka berlaku 

1. Jika 𝑥𝑛 →
2

𝑥 dan 𝑦𝑛 →
2

𝑦  untuk 𝑛 → ∞, maka 𝑥𝑛 + 𝑦𝑛 →
2

𝑥 + 𝑦 untuk 𝑛 → ∞. 

2. Jika 𝑥𝑛 →
2

𝑥 dan 𝛼𝑛 → 𝛼  untuk 𝑛 → ∞, maka 𝛼𝑛𝑥𝑛 →
2

 𝛼𝑥 untuk 𝑛 → ∞; 𝛼, 𝛼𝑛 ∈ ℝ. 

3. Jika 𝑥𝑛 →
2

𝑥 dan 𝑥𝑛 →
2

𝑦  untuk 𝑛 → ∞, maka 𝑥 = 𝑦. 

Bukti. Misal (𝑥𝑛), (𝑦𝑛) ⊆ 𝑋. 

1. Misal 𝑥𝑛 →
2

𝑥 , 𝑦𝑛 →
2

𝑥, dengan demikian untuk setiap 𝜀 > 0 terdapat 𝑁1 ∈ ℕ sedemikian 

sehingga untuk 𝑛 ≥ 𝑁1, maka 

‖𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑦1‖ + ‖𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑦2‖ <
𝜀

2
 

dan terdapat 𝑁2 ∈ ℕ sedemikian sehingga untuk 𝑛 ≥ 𝑁2 berlaku 

‖𝑦𝑛 − 𝑥, 𝑦1‖ + ‖𝑦𝑛 − 𝑥, 𝑦2‖ <
𝜀

2
 

pilih 𝑁 = 𝑚𝑎𝑘𝑠 {𝑁1, 𝑁2} maka untuk 𝑛 ≥ 𝑁 berlaku 

‖(𝑥𝑛 + 𝑦𝑛) − (𝑥 + 𝑦), 𝑦1‖ + ‖(𝑥𝑛 + 𝑦𝑛) − (𝑥 + 𝑦), 𝑦1‖  ≤ ‖𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑦1‖ + ‖𝑦𝑛 −

𝑦, 𝑦1‖ + ‖𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑦2‖ + ‖𝑦𝑛 − 𝑦, 𝑦2‖     

<
𝜀

2
+

𝜀

2
 

= 𝜀. 

Dengan kata lain 𝑥𝑛 + 𝑦𝑛 →
2

𝑥 + 𝑦. 

2. Misal 𝑥𝑛 →
2

𝑥 dan 𝛼𝑛 →  𝛼 ; 𝛼𝑛, 𝛼 ∈ ℝ. 

Dengan demikian untuk setiap 𝜀 > 0 terdapat 𝑁1 ∈ ℕ sedemikian sehingga untuk 𝑛 ≥

𝑁1, berlaku 

‖𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑦1‖ + ‖𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑦2‖ <
𝜀

𝐾
 

Dan terdapat 𝑁2 ∈ ℕ sedemikian sehingga untuk 𝑛 > 𝑁2 berlaku 

|𝛼𝑛 − 𝛼| <
𝜀

𝑀
 ;    𝑀 = 𝑚𝑎𝑘𝑠 ‖𝑥, 𝑦1‖ + ‖𝑥, 𝑦2‖ 

Pilih 𝑁 = 𝑚𝑎𝑘𝑠 {𝑁1, 𝑁2} sehingga untuk 𝑛 ≥ 𝑁 berlaku 

‖𝛼𝑛𝑥𝑛 − 𝛼𝑥, 𝑦1‖ + ‖𝛼𝑛𝑥𝑛 − 𝛼𝑥, 𝑦2‖ = ‖𝛼𝑛𝑥𝑛 − 𝛼𝑛𝑥 + 𝛼𝑛𝑥 − 𝛼𝑥, 𝑦1‖ + ‖𝛼𝑛𝑥𝑛 −

𝛼𝑛𝑥 + 𝛼𝑛𝑥 − 𝛼𝑥, 𝑦2‖  

≤ ‖𝛼𝑛𝑥𝑛 − 𝛼𝑛𝑥, 𝑦1‖ + ‖𝛼𝑛𝑥 − 𝛼𝑥, 𝑦1‖ + ‖𝛼𝑛𝑥𝑛 − 𝛼𝑛𝑥, 𝑦2‖ + ‖𝛼𝑛𝑥 −

𝛼𝑥, 𝑦2‖  

= |𝛼𝑛|‖𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑦1‖ + |𝛼𝑛 − 𝛼|‖𝑥, 𝑦1‖ + |𝛼𝑛|‖𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑦2‖ + |𝛼𝑛 −

𝛼|‖𝑥, 𝑦2‖  

< 𝐾‖𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑦1‖ + |𝛼𝑛 − 𝛼|‖𝑥, 𝑦1‖+ 𝐾‖𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑦2‖ + |𝛼𝑛 − 𝛼|‖𝑥, 𝑦2‖  

< 𝐾(‖𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑦1‖ + ‖𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑦2‖) + |𝛼𝑛 − 𝛼|‖𝑥, 𝑦1‖+‖𝑥, 𝑦2‖  

dengan 𝐾 = 𝑚𝑎𝑘𝑠 {|𝛼1|, |𝛼1|, … , |𝛼𝑛−1|, |𝛼𝑛| + 1}.  

Sehingga diperoleh: 
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‖𝛼𝑛𝑥𝑛 − 𝛼𝑥, 𝑦1‖ + ‖𝛼𝑛𝑥𝑛 − 𝛼𝑥, 𝑦1‖ <  𝐾 ∙
𝜀

2𝑘
+

𝜀

2𝑀
∙ 𝑀 

=
𝜀

2
+

𝜀

2
 

= 𝜀. 

Maka dengan kata lain 𝛼𝑛𝑥𝑛 →
1

𝛼𝑥.  

3. Misal 𝑥𝑛 →
2

𝑥 dan 𝑥𝑛 →
2

𝑦.   

Maka untuk setiap 𝜀 > 0 terdapat 𝑁1 ∈ ℕ sedemikian sehingga untuk 𝑛 ≥ 𝑁1, berlaku 

 ‖𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑦1‖ + ‖𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑦2‖ <
𝜀

2
 

Terdapat 𝑁2 ∈ ℕ sedemikian sehingga untuk 𝑛 ≥ 𝑁2, berlaku 

‖𝑥𝑛 − 𝑦, 𝑦1‖ + ‖𝑥𝑛 − 𝑦, 𝑦2‖ <
𝜀

2
  

Pilih 𝑁 = 𝑚𝑎𝑘𝑠 {𝑁1, 𝑁2}, sehingga untuk 𝑛 ≥ 𝑁 berlaku 

‖𝑥 − 𝑦, 𝑦1‖ + ‖𝑥 − 𝑦, 𝑦2‖ = ‖𝑥 − 𝑥𝑛 + 𝑥𝑛 − 𝑦, 𝑦1‖ + ‖𝑥 − 𝑥𝑛 + 𝑥𝑛 − 𝑦, 𝑦2‖  

≤  ‖𝑥 − 𝑥𝑛, 𝑦1‖ + ‖𝑥𝑛 − 𝑦, 𝑦1‖ + ‖𝑥 − 𝑥𝑛, 𝑦2‖ + ‖𝑥𝑛 − 𝑦, 𝑦2‖   

= ‖𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑦1‖ +  ‖𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑦2‖ + ‖𝑥𝑛 − 𝑦, 𝑦1‖ + ‖𝑥𝑛 − 𝑦, 𝑦2‖  

<
𝜀

2
+

𝜀

2
 

= 𝜀.  

Karena berlaku untuk setiap 𝜀 > 0 maka ‖𝑥 − 𝑦, 𝑦1‖ + ‖𝑥 − 𝑦, 𝑦2‖ = 0. Dengan 

demikian, karena ‖𝑥 − 𝑦, 𝑦1‖, ‖𝑥 − 𝑦, 𝑦2‖ ≥ 0  maka  

‖𝑥 − 𝑦, 𝑦1‖ =  ‖𝑥 − 𝑦, 𝑦2‖ = 0 akibatnya 𝑥 − 𝑦 tidak bebas linier terhadap 𝑦1 dan 𝑦2 

maka diperoleh 𝑥 − 𝑦 = 𝛼1𝑦1 + 𝛼2𝑦2;   𝛼 ∈ ℝ  

Karena 𝑌 = {𝑦1, 𝑦2} himpunan bebas linier di 𝑋, akibatnya 𝑥 − 𝑦 = 0 atau 𝑥 = 𝑦.    ◻ 

 

Teorema 4.5 Misalkan (𝑋, ‖. , . ‖) adalah ruang bernorma-2 dan 𝑌 = {𝑦1, 𝑦2} adalah himpunan 

bebas linear. Barisan (𝑥𝑛) kovergen terhadap norma koleksi kelas-1 jika dan hanya jika  (𝑥𝑛) 

konvergen terhadap norma koleksi kelas-2. 

Bukti.  Misalkan (𝑋, ‖. , . ‖) adalah ruang bernorma-2 dan 𝑌 = {𝑦1, 𝑦2}. Jika (𝑥𝑛) ⊂ 𝑋 dan 

konvergen terhadap norma koleksi kelas-1 ke 𝑥   maka kita peroleh untuk setiap  𝜀 > 0 terdapat 

𝑁 ∈ ℕ sedemikian sehingga untuk 𝑛 ≥ 𝑁 berlaku. 

‖𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑦1‖ <
𝜀

2
 dan‖𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑦2‖ <

𝜀

2
 

atau dapat ditulis  

‖𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑦1‖ + ‖𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑦2‖ <
𝜀

2
+

𝜀

2
 

= 𝜀. 

Berdasarkan definisi maka (𝑥𝑛) konvergen terhadap norma koleksi kelas-2 ke 𝑥. 

Sebaliknya, jika (𝑥𝑛) konvergen terhadap norma koleksi kelas-2 ke 𝑥 untuk setiap 𝜀 > 0 terdapat 

𝑁 ∈ ℕ sedemikian sehingga untuk 𝑛 ≥ 𝑁 berlaku. 

‖𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑦1‖ + ‖𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑦2‖ < 𝜀. 

Karena tiap suku pada ruas kiri tak negatif maka masing-masing kurang dari nilai 𝜀 atau dapat 

ditulis 
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‖𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑦1‖ < 𝜀 

dan 

‖𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑦2‖ < 𝜀 

Berdasarkan definisi maka (𝑥𝑛) konvergen terhadap koleksi kelas-1 ke 𝑥.                   □ 

Teorema 4.5 menjelaskan bahwa kekonvergenan terhadap norma-norma koleksi kelas-1 dan 

kelas-2 ekuivalen. Sehingga untuk meninjau kekonvergenan di ruang bernorma-2 kita dapat 

menggunakan salah satu dari koleksi-koleksi kelas di atas. 

 

D. Simpulan  

Dari hasil pembahasan dapat disimpulkan bahwa: 

1. Ruang kuosien dari ruang bernorma-2 merupakan ruang bernorma. Norma tersebut 

diturunkan dari norma-2 yang ada. 

2. Barisan konvergen dapat ditinjau dengan memanfaatkan norma-norma di koleksi kelas-1 

maupun koleksi kelas-2. Teorema 4.5 menjamin bahwa kekonvergenan barisan ditinjau 

dengan norma di tiap kelas adalah ekuivalen, sehingga baik menggunakan koleksi kelas-1 

ataupun koleksi kelas-2 hasilnya akan sama. 
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